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In this paper, stress intensity factor for a three dimensional planar interfacial crack is considered 

on the idea of the body force method . The formulation leads to a system of singular integral 
equation, whose unknowns are three types of crack opening displacements . The unknown body force 
densities are approximated by the products of the fundamental density functions and power series; 

here, the fundamental density functions are chosen to express singular stress fields due to a two-

dimensional interface crack exactly. The calculation shows that the present method gives rapidly 

converging numerical solutions. It is found that the stress intensity factors Ki and Kii are determined 

by bimaterials constant ε alone ,  independent of elastic modulus ratio and Poisson's ratio .
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1.　緒 言

近年,複 合材料とみなしうる新しい材料が機能性材

料の集合体である電子製品などに広 く用いられてい

る.こ れらの複合材料には多数の界面が存在する.界

面を有する部材の破壊は,接 合面の不良接着部やはく

離を起点として生じた界面き裂の伝ぱに支配されるこ

とが多い.こ のため,異 種材料接合界面の強度の正確

な評価が重要となっている.二 次元界面き裂に関して

はSalganikの 解析(1)をはじめとして多くの解析(2)～(9)

が なされている.し かし,三 次元界面き裂に関しては

円形界面き裂(10)～(15)やだ円形界面き裂(16)や有限体中

のき裂(17)などい くつかの解析はなされているものの,

その多くは特定の材料の組合せに対する数値計算であ

る場合がほとんどであり,任意の材料の組合せに対し

て応力拡大係数が閉じた形で与えられているものは円

形界面き裂(17)と深 い環状界面き裂(18)に関するものの

みである.

著者ら(19)は,異種材料接合界面に接する軸対称 リ

ング状き裂がねじりと引張りを受ける問題を,体 積力

法の特異積分方程式で表現 し解析 を行っている.ま

た,体 積力法の特異積分方程式の未知関数を基本密度

関数 と多項式で近似する方法を用いて(19)～(22),均質材

中の三次元き裂先端の精度の高い滑らかな応力拡大係

数の分布を求めたが,接 合面界面上に存在する一般的

三次元き裂の問題はこれまで取扱っていない.

三次元界面き裂問題を特異積分方程式 として表現す

ることは,陳 ・野田 ・湯 ら(23)によ って行われている

が,一 般に界面き裂の問題では変位の振動現象 と応力

の振動特異性がその厳密な解析を困難にしている.そ

こで,本 研究では,そ の特異積分方程式を厳密に解析

する方法を考察するため,ま ず長方形き裂問題につい

て応力拡大係数の解析を行 う.解 析方法としては,体

積力法の未知関数を基本密度関数 と多項式の積で近似

する方法を用いる.本 解析法は,界 面き裂先端近傍で

生じる変位の振動現象を厳密に評価した解析が可能で

あり,応 力拡大係数が連立方程式の解から直接決定さ

れるという特徴をもっている.
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2.　 異種 材 料 接 合界 面 三 次 元 き裂 の

特 異積 分 方 程 式

図1(a)に 示 す よ うな異 種 接 合界 面 上 に存 在 す る三

次 元 き裂 問 題 に つ い て は,陳 ・野 田 ・湯(23)に よ っ て

体 積 力 法 の特 異 積 分 方程 式 が 示 され てい る.こ れ らの

特 異積 分 方程 式 は,変 位 食 違 い Δux,Δuy,Δuzを 未知

関数 として い る.こ こで,(x,y,z),(ξ,η,ζ)は そ れ ぞ

れ 注 目点 お よ び 着 力 点 の座 標 で あ る.以 下 でPx,掬,

pzは 遠 方 で の応 力 ∞τyz,∞τzx,∞σzで あ り,μ1,μ2は 上 下 材

料 の横 弾 性 係 数,ν1,ν2は ポ ア ソ ン比 で あ る.

(1・a)

(1・b)

(a)

(b)

(1・c)

(1・d)

(1・e)

こ こで,Δui(x,y)はi方 向 の き裂 上 下 面 の 変 位 差 で

あり,記号∫は発散積分の有限部分を表す.

3.　解 析 方 法

体積力法によってき裂問題を解析する場合,体 積力

対の密度が未知関数 となるが,そ の際 無限板中の一

つのき裂が存在する場合を表現する厳密な密度関数を

使用し,体 積力の密度を精度よく求める.こ の観点か

ら,二 次元界面 き裂の解を考慮する.図2に 示すよう

な接合無限板中長さ2aの 界面き裂の縁に一様垂直応

力 σ0とせん断応力 掬とが作用する問題はRice-Sih(4)

によって解析されており,界面 き裂のない接合無限板

に分布すべきx,y方 向の体積力対密度Wx(ξ),Wy(ξ),

Wz(ξ)と き裂開口変位Δux,Δuy,Δuzは 次式で表され

る.

図2(a)に ついて,

(2)

図2(b)に つ い て

(3)

(a) (b)

Fig. 1 Problem configuration

Fig. 2 Fundamental densities for two dimensional 

problems
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こ こに,σ0,τ0は 遠 方 の 引 張応 力 とせ ん 断応 力,ε と κ

は次式 で 定義 され る.

(4)

二次元界面 き裂の解(2),(3)を 考 慮して,本 論文

ではまず,図1(b)の ような長方形界面き裂の問題を

取り上げる.そ して,そ の場合式(1)の 解 を以下のよ

うに表現する.

(5)

こ こにWi(ξ,η)は 次式 で 定 義 さ れ る.

(6・a)

(6・b)

(6・c)

ここで 重 み関 数,Fx(ξ,η)Fy(ξ,η),Fz(ξ,η)は 連 続 性

を考 慮 した多 項 式 を用 い る.具 体 的 に は,ξ,η に つ い

てm,n次 まで の以 下 の よう な表 現 を用 い る.

(7・a)

(7・b)

(7・c)

こ こで

式(5)～(7)を 式(1)に 代 入 す る こと に よっ て式(8)

が 得 られ る.す な わ ち,問 題 は式(7)で 示 さ れ る 多項

式Fx(ξ,η),Fy(ξ,η),Fz(ξ,η)の31個 の 係 数 αi,βi,

γiを未 知 数 とす る連 立 一 次 方程 式(8)を 解 く こ とに

帰 す る.

(8・a)

(8・b)

(8・c)

こ こで

(9・a)

(9・b)

(9・c)

(9・d)

(9・e)
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(9・f)

(9・9)

(9・h)

(9・i)

(9・j)

(9・k)

4.特 異積 分 の処 理 方 法 に つい て

式(9・e)～(9・k)の 積 分 を実 行 す る とき,注 目点(x,

y)と 着 力 点(ξ,η)が 一 致 す る と き に,特 異 性 を有 す

るの で,特 別 に評価 す る必 要 が あ る.

図3に 示 す 注 目 点(x,y)を 原 点 と す る 極 座 標(γ,

θ)を 用 い て,被 積 分 関 数 の構 成 要 素 を以 下 の よ う に

展 開 す る.こ こで,ξ-x=rcosθ,η-y=rsinθ の

関係 が あ る.

(10・a)

(10・b)

ここで

(10・c)

(10・d)

(10・e)

(10・f)

(10・g)

(10・h)

こ こで

Fig. 3 Integral parameters
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こ こ で,実 際 の 数 値 計 算 で は,ε0=10-10と した.式

(10)の 表 現 を用 いれ ば,式(9・e)～(9・k)に 含 まれ る発

散 積 分 の 有 限部 分 を とる こ とに よ っ て,以 下 の よ うに

評 価 で き る.

(11)

こ こで,R(θ)は 図3に 示 す よ う に,注 目点(x,y)と

き 裂 縁 と の 距 離 を 表 す.ま た,式(11)のD0(x,y),

D1(x,y,θ),D)2(x,y,r,θ)は 式(10)に 含 まれ るP0(x),

Q0(y)な どの組 合 せ に よ って 表 現 で き る.こ の よ う に

して,Imn(x,y)は 特 異 性 の な い 線 積 分 と して,通 常 の

数値 積 分 に よっ て,求 め る こ とが で き る.

5.　解析結果および考察

5・1　無次元化応力拡大係数の定義 以下では次

式で定義される無次元化応力拡大係数FI,FIIを 用 い

て,結 果を示す.こ れは,長 さ2bの 二 次元界面き裂

の応力拡大係数と比較することに相当する.

(12・a)

(12・b)

5・2　 解 の 収 束 性 表1～3にa/b=1,ε=0.02

(μ2/μ1=1.5628,ν1-0.3,ν2-0.3)と し た 場 合 の 解 の

Tablel Convemgence of stress intensity factor F1 at y=b for ε=0.02, μ2/μ1=1.5628, ν1=0.3 ,ν2=0.3, a/b=1

Table2 Convergence of stress intensity factor F1 at y=b for ε=0.02, μ2/μ1=1.5628, ν1=0.3, ν2=0.3, a/b=1

Table3 Convergence of stress intensity factor FIII at y=b for ε=0.02, μ2/μ1=1.5628, ν1=0.3, ν2=0.3, a/b=1
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Table4 Stress intensity factor F1 at y=b for a/b=1, ε=0 .02

Table5 Stress intensity factor FII at y=b for a/b=1, ε=0 .02

Table6 Stress intensity factor FIII × 10-2 at y=b for a/b=1 , ε=0.02
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収 束性 の例 を示 す.こ こで,境 界 条件 を満 足 させ る た

め,残 留 す る応 力 が最 小 とな る よ う に αi,βi,γiを最 小

二乗 法 に よ って 決定 した.そ の 際,き 裂 とな る べ き境

界上 の メ ッ シ ュの交 点 で の応 力 が 最 小 とな る よ うに し

た.表1～3に 示 す よ うに,本 解 析 結 果 は良 好 な 収 束

性 を示 す.

5・3　 数 値 解 析 結 果 の 例 表4と 表5に,式(7)

の 多 項 式 の 次 数 をm=n-8と して,求 め たFIとFII

の値 を 示 す.こ こで,形 状 比a/b=1,ε=0.02と し て,

ボ ア ソ ン比 ν1,ν2と剛 性 比 μ2/μ1を変 化 させ た.他 の

a/bと εに つ いて も検 討 し た結 果,表4,5に 示 さ れ る

よ う にF,とFIIの 値 は,a/bと εが 一 定 な ら,μ2/μ1,

ν1,ν2に依 存 しな い こ とが 明 らか とな っ た.な お,表

5でx/a-10/11の 場 合 に はFIIに μ2/μ1,ν1,ν2への 依

存 性 が あ る よ うに見 え るが,こ れ は,表1～3に 示 され

る よ う にx/a→1で 収 束性 が や や 悪 く,解 析 精 度 が 悪

い こ とが 原 因 で あ り,実 際 に は εに依 存 し な い もの と

考 え られ る.こ こで,式(8)の 未 知 数 で あ る αi,βi,γi

は εが一 定 で も μ2/μ1,ν1,ν2に依 存 して 変 化 す る.し

か し,そ の組 合 せ に よっ て決 ま るF,,FIIの 値 は それ ら

に依 存 しな い.し た が って,FI,FI,が εの み に よ って

依 存 す る こ とを式(1)～(12)等 か ら数 学 的 に示 す こ と

は難 しい よ うで あ る.表6に 示 す よ うに,モ ー ドIII応

力 拡 大 係 数FIIIは コー ナ部 近 くに生 じ る.そ の最 大 値

はFIIImax〓10-2×Fimax,FIIImax〓0.5×FIIaxの 範 囲 に

あ り,比 較 的 小 さい.FIが εの み に よ っ て決 ま るか

どうか は,現 時 点 で は 明確 で な い.

6.　 結 言

本 研究 で は,三 次元 界 面 き裂 問 題 の 特 異 積 分 方 程 式

の数 値 解 析 法 を,長 方 形 界 面 き裂 を例 と して 考 察 し

た.結 論 を ま とめ る と以 下 の よ うに な る.

(1)　 解 析 方 法 と して は,体 積 力 法 の 未 知 関 数 を基

本 密 度 関数 と多 項式 の積 で 近似 す る方 法 を用 いた.そ

の際,基 本 密 度 関 数 と して,二 次 元 界 面 き裂 の解 を 有

効 に利 用 した.本 解 析 法 は,界 面 き裂 先 端 近 傍 で 生 じ

る応 力 と変 位 の 振動 現 象 を厳 密 に評 価 した解 析 が 可 能

で あ り,応 力 拡 大係 数 が 連 立 方 程 式 の 解 か ら直 接 決 定

され る とい う特 徴 を もって い る.本 法 に よる解 析 結 果

は良好 な収 束 性 を示 す(表1～3).

(2)　 特 に,三 次元 界 面 き裂 の応 力 拡 大 係 数KI,KII

は形 状 とバ イ マ テ リア ル 定 数 εの み に よ って 決 ま る

こ とが,数 値 解 析 に よ って 明 らか とな った(表4,5).

(3)　 長 方 形 界 面 き裂 の引 張 りで は,KIIIの 極 大 値

は コー ナ 部 近 くに 生 じ る.そ の 値 は 一 般 に小 さ く,

FIIImax〓10-2×FImax,FIIImax〓0.5×FIImaxの 範 囲 に あ

る(表6).
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